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1. CARACTERIZACION Y OBJETIVOS

La funcién de autocorrelacién turbulento es un cuantificador estadistica pertinente tanto para
los estudios de dispersion escalares y para la obtencién de relaciones fundamentales asociados
con el estudio de los fenémenos de turbulencia. En este sentido, el uso de estas funciones de au-
tocorrelacién en la Teoria Estadistica de Taylor [1921] permite el calculo de parametros de disper-
sidn y las relaciones funcionales para la tasa de disipacién de modelos de dispersién turbulentos
Eulerianos y Lagrangianos.

Normalmente, la mayoria de los estudios teoricos y practicos en la turbulencia describe las
relaciones fundamentales y las funciones de autocorrelacion lagrangianas de un campo turbulento
bien desarrollado ( [1975]; [1972], [1983] y [1995]). En su texto clasico sobre la teoria de la difusion
estadistica de la turbulencia, Taylor [1921] considerada una funcién exponencial para la forma de
autocorrelacion lagrangiana (mirar Figura 1, linea continua),

Rp(r) = exp(—7/TL), (1)

con 77, el tiempo de autocorrelacion lagrangiana.
Alternativamente, una segunda formulacién se da en Philips y Panofsky [1982] (mirar Figura 2,
linea continua), sob a forma

-2
Rp(7) = (1 + TL> . (2)

Las funciones de autocorrelacion clasicos, como la funcién exponencial [1921] y la funcidon
propuestaPhilips y Panofsky [1982] describen adecuadamente el comportamiento de régimen tur-
bulento bién desarrollado. Sin embargo, fallan completamente en la descripcidén de la funcién de
autocorrelacion observada en presencia del fenémeno de meandering, que ocurre en condiciones
de viento fraco por debajo de un cierto valor critico (menos de 1,5 m/s [2005]) donde no es po-
sible determinar una direccion preferida para el viento medio. En esta configuracion, la direccion
del viento horizontal varia y los contaminantes se dispersan acerca de muchos sectores angula-
res. En consecuencia, el comportamiento oscilatorio del viento es el mecanismo diseminador de
los contaminantes en diferentes direcciones y causa una reduccién en la concentracion maxima
(Degrazia et al [2008])). Esta descricidn es una caracterizacion del fendbmeno de meandering, que
consta de oscilaciones de baja frecuencia del viento horizontal.

Frenkiel [1953] propuso una funcién de autocorrelacion para describir lo fenomeno de mean-
dering y que contempla el comportamiento oscilatorio del viento horizontal (y por lo tanto describe
la presencia de I6bulos negativos en la funcion de la autocorelagao horizontal del viento, un hecho
que caracteriza el fendbmeno de meandering), en la forma

Rp(1) =€ P cos (qr) (3)

1 . . . .
cong=mpyp= y m > 0 es una cantidad adimensional que controla la frecuencia
(

1+ m?)Ty,


mailto:charless@ufsm.br
mailto:gervasiodegrazia@gmail.com 
mailto:prof.buligon@gmail.com 

FUNCIONES DE AUTOCORRELACION HIBRIDAS - Szinvelski et al 2

3333
T T T
N = Of

0.75

051 05

Ry m

0.25

-0.25 -0.25

L I ! L L L L L
=30 -20 -10 10 20 30 -30 -20 -10 0 10 20 30

:“‘“o
|

Figura 1: Funciones de Autocorrelacién de Frenkiel para  Figura 2: Nueva Formulacién de Funciones de
m =0, 1,2,3 (FAF). Cuando m = 0 en la Equacion Autocorrelacién (NAF) param = 0,1,2,3. Param =0
se recupera la Equacion (). la Ecuacionfd]es la Ecuacion[2]

de oscilaciéon del viento horizontal.

Del mismo modo, si adpata a la Ecuacion (2) para describir el fenémeno de meandering, y
llega formulacion (ver Figura 2)

R(1) = —, (4)

for L and 1
= ——— = m
p (1 —I—m2)TL q p

En este trabajo se discute la validacién de expresiones funcionales de la autocorrelacion la-
grangiana aplicadas a situaciones de baja velocidad del viento (fenédmeno de meandro) y de tur-
bulencia bien desarrollado en la Capa Limite Planetaria (CLP), asi como la derivacion de algunos
parametros turbulentos. Las funciones analizadas son la Funcién de Autocorrelacion de Frenkiel —
FAF (Frenkiel [1953])) e una nueva formulacién de la funcion de autocorrelacion — NAF (Szinvels-
ki [2012]), respectivamente.

2. METODOLOGIAS

La verificacién de los requisitos matematicos y fisicos de FAF y NAF siguen los criterios pre-
sentados por Manomaiphiboon y Russel [2003] y que permite la deduccion de parametros turbu-
lentos y relaciones fundamentales empleados en modelos de dispersion lagrangianos a través de
la Teoria Estadistica de Taylor (Taylor [1921]).

2.1 Criterios de validacion de una funcion de autocorrelacion

En [2003], se establecieron cuatro criterios para la validacion de una funciéon de autocorrela-
cién lagrangiana lateral bajo turbulencia estacionaria y homogénea. Tales criterios, en condiciones
especificadas, expresan las propiedades matematicas que surgen de sus requerimientos fisicos
necesarios para la validacién de una funcién de autocorrelacion aplicada al estudio de la turbulen-
cia.

En continuacién, se presentan los criterios de acuerdo con [2003].

'Una propiedad fundamental de las funciones de autocorrelacién deben apresentar es la paridad par (turbulencia
cos(q|7|)

homogénea y estacionaria), y asi R.(|7]) = m.
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: Ry (7) es suave 7. En la origen

Ry (7) es limitada en la origen con |Rz(7)| <1 = Rp(0). Adicionalmente, lim Ry (7) =0y

|T|—00
—+00
/ Ry (7)|dr < oo.
0
Sea una funcion de autocorrelaciéon general,

(u(t)u(t + 7))
(w?

es inmediata que R (0) = 1,la maxima correlacion de medicion de la velocidad del viento se
da en 7 =0y por lo tanto para cualquier otro tiempo de correlacion valle |Ry ()| < 1@

+oo
La imposicion de que / |Rr(7)|dT sea finita, permite obtener la escala de tiempo integral
0
lagrangiana (Criterio 1ll) que, em media, es la medida temporal en que um elemento de fluido

se mueve en una direccion determinda (Hinze [1975]), y es razonable esperar una reduccién
de esta correlacion en el tiempo y que esto vaya a cero para tiempos de observacion largos.

Ri(r) = ©®)

dRp(T) _oy d*Rp (1)

< 0.
7=0 dr?

7=0
Las propiedades matematicas descritas en el Criterio Il se deben a la expansion en serie de
Ry (7) alrededor del origen (7 = 0),

+oo
d™ R (1) 7"
RL(T) == Z drn m (6)
n=0 =0

. . . . d
Debida la paridad de R}, las derivadas de orden impar son nulas, en particular, R

Logo, de la Equacién (6),

1 d*R

e, consecuentemente, — 4R (7)
2 dr? _
centrado en el origen (7 ~ 0), asegurando una representacion de Ry (r) por polinomio de

segundo grado y que, en 7 = 0, cumple con los requisito del Criterio |.

< 0, y el teste de la segunda derivada en un rango

De acuerdo a Hinze [1975], mediante la introduccién de la escala de tiempo 77, que contiene
valores temporales muy cerca del origen, la Equacion (7)se reescribe a través de esta nueva
escala de tiempo como

RL(T) ~1- 2 (8)

pardbola osculador R;, en la origen. Tal expresion, permite la definicion de la escala de
tiempo de disipacion lagrangiana 7, por la relacién

__1ER@) )

2 Tenga en cuenta la diferencia de velocidad cuadratica (u(t 4+ ) — u(t))* > 0
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+00
[ll: La escala de tiempo integral lagrangiana definida por 7, = / Ry (7)dr es limitada e bién
0
definida.

Este criterio es una consecuencia directa del Criterio |, y establecida la convergencia de la
integral impropia puede definir una escala de tiempo lagrangiana 77,.

IV: Desde el teorema de Wiener-Khintchin ( [1985]) la Rz (7) y E(7) s6n expresas por lo par de

transformada de Cosseno de Fourier:
u2> 400
/ Ry (1) cos(wT)dr, con w la fre-
0

+o00 2

Rp(7) = —¢ Er(w)cos(wt)dw, y Er(w) = <
<U2> 0 ™

cuencia turbulenta.

De acuerdo con la teoria de lo subrango inercial (K41) [1941], E;, puede ser expresa por:

2

T . . . .
Er(w) = kew™* x w2, paral < Wil < —L, siendo x una constante universal adimensional,
T

n
€ es la tasa media de dissipacion de energia turbulenta y 7, es la escala de tiempo de
Kolmogorov.

La expresion para Ep(w) resultante debe estar de acuerdo con la teoria K41 ( [1941] —
Er(w) x w2 para wTy, > 1).

2.2 Parametros turbulentos obtenidos de la Teoria Estadistica de Taylor

Como exemplificacion, sigue la obtencion del parametro de dispersion lateral o, que es una
cuantidad estadistica fundamental en la derivacion de la expresién para la tasa de disipacién
turbulenta empleada en modelos de dispersién ( [1979], [2005b] y [2008]), para las funciones de
autocorrelacién clasicas previemante definidas.

Desde la Equacion de Taylor para la varianza espacial lateral

t
O’;(t) = 2012)/0 (t — 7)Rr,(7)dT, (10)

Tennekes [1979] parte de la Equacién en lo modelo de difusion estadistico de Taylor (Equacion
(10)) y obtuve la siguiente expresién para el parametro de dispersién lateral

1 _ ot
2 2 T
t)=20,17, | =— —1 Ly 11
donde o, es la desviacidon estdndar de la velocidad lateral turbulenta. Substituyendo la Ecuacion
e empleando argumentos de similaridad del subrango inercial ( [1941]; [1975]) obtiene-se la
seguiente relacion fundamental para la tasa de dissipacion turbulenta e,

v

202
=== 12
€= CoTL (12)
Y para la Ecuacion |2} la tasa obtenida es ( [2010]) :
402
= v . '1
€ ol (13)

3E| subindice v indica el componente de velocidad lateral del elemento de fluido.
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3. RESULTADOS

Las funciones de autocorrelacion demostradas cumplem los criterios principales de validacion
de funciones de autocorrelacidon lagrangiana y con estos criterios se pueden definir los respectivos
parametros de varianza espacial lateral y de estas relaciones se obtienen las escalas caracteristi-
cas de turbulencia como la escala de tiempo integral lagrangiana y se recupera la relacién espera-
da entre la energia cinética turbulenta y la funcion de autocorrelacion a través de la transformada
de Fourier, en el subrango inercial. Se derivan, también, las respectivas expresiones para la tasa

de disipacion turbulenta.
3.1 Anadlisis de los criterios de validacion para FAF

En esta seccion se analiza la FAF propuesto por [1953] (Equagéo (3)) desde la perspectiva de

los criterios de validacion presentado en la Seccién 2.1.

I: Rz (1) es una funcion par por definicion, e tiene las seguientes propriedades:

() |RL(1)| <1 = RL(0), logo limitada acerca de la origen y asume el maximo 1 en 7 = 0.
De acuerdo con resultados presentados en [1975] y [1972], y, consecuentemente, revela que
la forma parabdlica resultante de la expansion de una funcion de autocorrelacion lagrangiana

teéricd”| en 7 ~ 0 oscula Ry (r) en la origen.

(i) Esta propiedad se refiere al comportamiento cualitativo esperado de Ry (7) cuando
|7| — oo, que converge gradualmente a cero. Esto se obtiene a partir de la constatacion de

que |RL(|7|)| < exp (—p7) y la aplicacion del teorema de confrontacién;

(iii) Esta propledad permite una definicion de la escala integral Lagrangiana, que resultan

+o0 1
del hecho de/ |Rr(T)|dT ser convergente. Como S|gue,/ exp (—p|7|)dr = . un valor
0 0
finito.

[I: Aunque que R (7) sea continua en 7, ella no es suave, una vez que sus derivadas laterales
en 7 = 0 diferen (R, (0) = —p # p = R _ (0)), e consecuentemente la derivada en 7 = 0

no es definida.

El incumplimiento de este criterio, en su totalidad, se debe a la forma funcional de la ley de
la FAF, que no tiene derivadas definidas en la origen (Figura ??). ALa implicacion fisica de
este hecho indica que la FAF nno se recomienda para la investigacién de micro estructuras
de turbulencia viscosa( [1979]). Sin embargo, para aplicaciones practicas, bajo el supuesto
de la turbulencia bien desarrollado (niumero de Reynolds tiende a infinito), el incumplimiento
de este criterio en las regiones de alta frecuencia indica que las escalas de energia y las
caracteristicas asociadas a estos turbillones no son relevantes en el proceso de dispersion

de escalares pasivos.

+o0o
[ll: La escala de tiempo integral lagrangiana 77, definida por Ry (7)dr es limitada e bien de-
0
finida. Como sigue, T: /+oo exp (—p7) cos(q7)d 71 =Ty, con L
= X T T)aT = )
g L= p(—Pp q p(m2 + 1) L p= TomZ + 1)

En consecuencia, esta escala de tiempo caracteristica de la estructura del flujo de fluido

puede ser definido.

IV: Para validar este criterio, basicamente, si utiliza el cheque por la siguiente relacion

*Ri(r) ~ 1 —7° /77, pardbola osculador que define la escala de tiempo de disipacién lagrangiana 72 ( [1975]).
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2 2 +oo
Er(w) = <::>/U Ry (7) cos(wr)dr oc w™2. Como sigue (ver también la Figura ,

EL(UJ) _l o ex —DT ) COS|gT ) COS\WT )aT = 2p wz + QQ +p2
W1, a1y f, P (pm)costar) coslwn)dr = o [[<w+q>2+p21 [<w—q>2+p2ﬂ
2 [ A(wTp)?+1 ] w?

—2 2 2
adl A=1 B=1-m?).
(T 2Bl 41] S wt X9 0 s ™)
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Figura 3: Espectro de energia turbulenta obtenido a partir de la Ecuacién , para valoresde m =0,1,2 e 3.

3.2 Derivacion de parametros turbulentos asociados con FAF
De manera andloga a lo que se hizo para la Ecuacién[{] (Seccién 2.2), considere la AFA, (), y

t
ai(t) = 203 / (t—7)e P cos(qr)dr = (1 —2m — mQ)TLfe_pt sen (qt) +tTr, + (m? — 1)T£U (14)
0
Haciendo una expansion en series de Maclaurin para ¢t < 77, y truncando en tercer orden,
resulta la seguiente aproximacion para (14),

2
22 p—gv £, (15)
En la Ecuacién (15), el primr término de correccién es negativo y asi, reduce la dispersion
lateral de particulas de fluido.
De la derivacion propuesto por [1979], si obtiene

o2(t)=o

Coe
6

Y en comparacion direta de la Ecuacion (16) con la Ecuacién (15), resulta la forma funcional
general para la tasa de disipacién turbulentg?®]

oo(t) = opt® — — 17 (16)

2po2 2 2
pUU OU (17)

Co - 14+ m? COTLU '

€ =

®Para m = 0 la Ecuacién 1| se recupera el resultado clasico.
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Desde un punto de vista fisico, la nueva relacién fundamental dada por la Ecuacion eman-
tiene la premisa basica contenida en la Ecuacién (12), es decir que la tasa de disipacion de la
turbulencia es proporcional a la energia disponible e inversamente proporcional a la escala de
tiempo asociado con los turbillones que contiene la energia principal del campo turbulento. Aun-
que la Ecuacién mantener la premisa fundamental, viene este nuevo parametro de relacion
p que relaciona e al fenomeno de meandering. De la relacién entre p y m se puede observar
que a medida que m aumenta y el fenébmeno de meandering comienza a manifestarse (movi-
mientos oscilatorios de baja frecuencia estan presentes), la tasa de disipacion turbulenta diminui.
Este comportamiento es fisicamente razonable, ya que las oscilaciones de baja frecuencia estan
relacionados con el numero de onda mucho menor que los asociados disipacion molecular.

3.3 Analisis de los criterios de validacion para NAF
Analogo a Seccion 3.1, y se apresentara solamente los cambios e conclusiones distintas

I: Sigue las alteraciones

(i) Para la Ecuacién |4} sigue del teorema del confronto empleado en la expresién
[Re(|T)| < (1 +pl7)) 7%

(i)

+o00
Ry (r)dr <

“+o00

+o0 1
Rp(r)dr | < / |Rr(7)|dT = 5 = (1 + m2) Ty,
0

0 0

un valor finito.
[I: La misma conclusién;

[ll: Algunas consideraciones:
- La resolucién de la integral esf|

[ e = s T s ()i - cos ) (S = 7))

- para m = 0, el resultado obtenido es 77, de acuerdo com [1982] e atiende [2003] para
este criterio; y, conforme [1992], este resultado es esparado una vez que el argumento de la
NAF tiene dimensiones de lo inverso de la escala integral 77, y, con la integracién, si recupera
la dimencion de la escala integral;

- todavia, para m # 0 hay un factor de amplificador m? + 1, en la escala integral (conse-
cuencia de la forma del argument de la NAF); y la expresién restante tiene un valor medio
uno (ver Figure 4);

- de las consideraciones obtenidas, el resultado sugiere la siguiente interpretacion: la
situacion m = 0 estabelece el tiempo de autocorrelaciéon para una turbulencia bién desaro-
llada, 77, y para los demas valores de m, la escala de tiempo integral sera proporcional al
factor amplificador m? 4+ 1, precisamente

Trm = (1+m?*)TLp. (18)

IV: Si obtiene

®Donde, Si(m) y Ci(m) sén, respectivamente, la Funcién Seno Integral y la Funcién Coseno Integral.
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Figura 4: Plot de la expresion: Figura 5: Espectro de energia turbulenta obtenido de la
1—m [Sin (m)Ci(m) + cos (m) (Si(m) _ g)} Ecuacién[4 param = 0,1,2,3 en lo Subrango inercial

Ep(w)  (m*+1) T . . .

T = {2 | [cos (A) (5 - s|(A)) + sin (A)C.(A)]

~ B [cos (B) (g . Si(B)) +sin (B)Ci(B)]} (19)

with A = (m? + 1)(wTL) +m and B = (m? + 1)(wTL) — m.

La Ecuacién[19|no presenta la forma w2, en su resposta, todavia lo comportamiento desea-
do es obtenido en la representacion grafica (ver Figura 5).

3.4 Derivacion de parametros turbulentos asociados con NAF
Seguiendo el procedimiento de la Seccién 3.2 para NAF (Equacion [4), es obtinido:

ay(t) _ cos(qt) 41 +pt q(1+pt) 3 rf ((pt)Q"“*m (pt)2n+2+m>< n (_l)nmzk+m)] |

2 2 2 3 |
202 D D D B O o n+1+m  2n+2+m )\~ (2k + m)!
y asi
2 2
ol(t) = o2t* — P 30” 3, (20)
sigue quéef’]
4po? 4 2
€= Py _ Tu (21)

Co N 14 m? C(]TL'

4. CONCLUSIONES.

De las analises de las expresiones de funciones de autocorrelacidén lagrangiana bajo accién
de parametros que pueden describir tanto los efectos de turbulencia bien desarrollada como los
efectos del fenédmeno de meandro son validadas y, ademas, recupieran resultados clasicos (turbu-
lencia bien desarrollada) sobre los parametros turbulentos utilizados en los modelos de dispersion
y las extiende a las situaciones de ocurrencia del fendmeno del meandering.

"Para m = 0 la Ecuacion (21) se recupera el resultado clasico.
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