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El aumento de las emisiones industriales, debido al desarrollo intensivo de los
medios de produccion, contaminan el medio ambiente y quebrantan el equilibrio ecolégico
en muchas regiones de nuestro planeta. Dado que muchas sustancias de alguna manera
influyen en la contaminacion ambiental, el problema inmediato que surge consiste en reducir
su impacto negativo. En los dltimos afos, el tema de la proteccion y recuperaciéon del medio
ambiente se ha convertido en una de las tareas mas importantes de la ciencia.

1. Problema de transporte y difusién

Con el fin de simplificar el estudio, consideraremos el problema de transporte de
contaminantes aparte del problema completo de la dindmica de la atmésfera y nos limitamos
al caso de dos dimensiones.

Condiciones iniciales y de frontera. Sea D un dominio bidimensional limitado que
contiene N industrias ubicadas en puntos r, =(x,y;,), i=12,..,N. Denotemos por ¢(r,t) la
concentracion de un contaminante en punto r=(x,y) y momento t>0. Para estudiar la
propagacion del contaminante, consideramos en Dx(0,T) la ecuacion de transporte

bidimensional (integrado verticalmente)
§¢+U-v¢+a¢—vﬂv¢: f(r,t) (1.1)
con
f(r0=300ar ). a2)

donde Q(t) es la tasa de emision de la industria i-€sima, u(r,t)>0 es el coeficiente de difusion,
V es el gradiente bidimensional, y 6(r—r,) es la funcién de Dirac en el punto r,. El pardmetro
o(r,t)>0 caracteriza la velocidad del decaimiento exponencial de la concentracion ¢(r,t) por
varios procesos fisicos y quimicos. Se asume que la velocidad del viento U(r,t) ={u(r,t),v(r,t)}

es dada (vientos climaticos, o vientos determinados mediante un modelo dinamico) y satisface
la ecuacion de continuidad

vV-Uu=0 (1.3)
En el momento inicial t =0 la solucién es dada:
¢(r,0)=¢°(r) (1.4)

Para obtener un problema bien planteado, hay que tener cuidado en el uso de condiciones en
la frontera S del dominio D (Marchuk y Skiba, 1976; Marchuk, 1986). Sea U, =U-n la

proyeccion de la velocidad U en la normal unitaria externa n ala frontera S. Dividimos S en
la parte de salida S* donde U, >0 (el flujo de contaminacion se dirige fuera del D), y la parte

de entrada S™ donde U, <0 (el flujo de contaminacion se dirige en D). Tomamos
0 0
—¢-U,¢=0 at S, —¢=0 at S* 1.5
po9=Und Hord (1.5)

como condiciones de frontera (Skiba, 1997; Skiba y Parra-Guevara, 2011).
Ecuaciones integrales. Al integrar la ecuacion (1.1) sobre el dominio D y tomar en
cuenta (1.3) y (1.5) se obtiene la ecuacién de balance de la masa total del contaminante

£ fpdr=3Q 0~ fopdr— [ U, s (16)



Fig.1. Region esquematica (area limitada) D con
la frontera abierta S =S™ + S~ donde

se busca la solucion del problema de transporte
(1.1)-(1.5).

Al integrar la ecuacién (1.1) pre-multiplicada por ¢(r,t) sobre el dominio D y usar (1.3) y (1.5)
se obtiene otra ecuacion integral

o N 2
— [#7dr =23 Q09 (r,0-2] (9" + [V ydr - [lU,|#°dS  (1.7)
D i=1 D 5
De acuerdo con (1.6) y (1.7), tanto la concentracion total del contaminante en el dominio
j ¢dr, como la norma de solucion ||¢||:(j ¢2dr)u2 crecen debido a las tasas de emisién no
D D

nulas Q,(t) y, al mismo tiempo, decrecen debido a los procesos de disipacion (o >0, x>0)
y el flujo advectivo de la contaminacién a través de la frontera del dominio D .

Fig.2. Avenidas principales de la ciudad de
Guadalajara y ubicaciones de 52 utilidades
principales que queman combustibles fésiles y
emiten el didxido de azufre
(Skiba y Davydova-Belitskaya, 2003).

Fuentes de contaminacién. La funcion f(r,t) depende del tipo de la fuente de
contaminacion. Por ejemplo, cuando hay N empresas industriales en D (Fig.2) tomamos

(0 =3005¢ 1) )

donde r,=(x,y;) Yy Q(t) son la ubicacion y tasa de emisi6n de la empresa i-ésima,
respectivamente (i=1,2,..,N). Y si en lugar de las fuentes puntuales se consideran N

fuentes distribuidas linealmente, como las emisiones de los vehiculos a lo largo de las
carreteras R, (Fig.3), entonces

0 drer (i=12,.,N) (1.9)

donde Q(r,t) es una funcion continua que describe la tasa de emision de un contaminante a
lo largo de avenida R (i=12,..,N). Sin embargo, las tasas de emision superficialmente

distribuidas o distribuidas a lo largo de carreteras también se pueden describir en la forma
discreta (1.8) (Skiba y Davydova-Belitskaya, 2003; Parra-Guevara and Skiba, 2003).

La figura 3 muestra la importancia de vientos en la distribucion de las concentraciones
de monoxido de carbono calculadas con el modelo (1.1)-(1.5) en la ciudad de Guadalajara:
vientos climéaticos de la temporada de lluvias (a) y de la estacion seca (b). Las fuentes
vehiculares fueron discretizadas en la forma (1.11) a lo largo de las avenidas principales de la
ciudad (Skiba y Davydova-Belitskaya, 2003).

frt) :{Qi(r,t) ,si reR



Easting distancs, 24 000 m Easting distance. 24 000 m

Fig.3. Isolineas de la concentracién de CO calculada en momento t =180 min

con el modelo (1.1)-(1.5) usando el viento climatico de la temporada de
lluvias (a), y de la estacion seca (b). Las concentraciones se dan en gm™.

2. Modelo adjunto de transporte de contaminantes

El modelo adjunto en la regién D (Fig.1) e intervalo de tiempo (0,T) se establece usando

el operador adjunto del modelo (1.1)-(1.5) y la identidad de Lagrange ( Marchuk y Skiba,
1976; Marchuk, 1986):

_%g_u.vnggg_v.(ﬂvg):p(r,t) en Dx(0,T) 2.1)
g(r,T)=0 en D (2.2)

a9 - og
—~=0 en S, = = i 2.3
ﬂan y6n+Ung 0 enS (2.3)

Comparamos ahora el problema original (1.1)-(1.5) con el problema adjunto (2.1)-(2.3)
en el caso cuando f(r,t)=0y p(r,t)=0. Notemos que después de la sustituciéon t' =T —t
en (2.1), el problema adjunto se diferencia del problema original (1.1)-(1.5) s6lo en el signo de
la velocidad U . Asi, la parte de salida S* (o la parte de entrada S~) para la ecuacién (1.1)

es, en el mismo tiempo, la parte de entrada S- (la parte de salida S*) para la ecuacion (2.1).
Se deduce de aqui que el problema adjunto esta bien planteado sélo si se resuelve en la
direccién de tiempo opuesta: de t=T a t=0.

3. Principio de dualidad y particularidades de las estimaciones duales

Sea Q< D una zona ecolégicamente sensible en el dominio D, y sea (T —7,T) un intervalo

de tiempo de longitud 7 . Si @(r,t) es una funcién positiva en el dominio Qx(T —7,T) ¥y
T

[ [eortydrdt =1, (3.1)
entonces la integral o
J.(4) = j j o (r,)g(r, t)drdt (3.2)

representa la concentracion promedio del contaminante ¢(r,t) en la zona Q vy el intervalo
(T-7,T).

Vamos a restar la ecuacién (2.1) pre-multiplicada por ¢(r,t) de la ecuacion (1.1) pre-
multiplicada por g(r,t), y luego integramos el resultado obtenido sobre el dominio Dx(0,T).

Teniendo en cuenta la forma del forzamiento (1.2), las condiciones de frontera (1.5) y (2.3), y
la condicion inicial nula (2.2), se obtiene



O ey, —

[ p(r,0)g(r, tydrdt = > [ g(r,)Q, (D)dt + [ g(r, 0)¢° (r)dr (33)

i=1 o
Si el forzamiento del problema adjunto p(r,t) se define como
ao(r,t), si (rt)e Qx(T-7,T)
0,  en caso contrario

entonces la formula (3.3) conduce a una estimacion de la concentraciébn promedio del
contaminante @(r,t) en zona Q e intervalo de tiempo (T —7,T):

1,@)= | Jolr,ndrtydrdt=3" [g(r,HQO)dt+ [ g(r,0)¢°(Ndr  (3.5)

T-1Q i=1 0
En el caso particular cuando w(r,t) =1/(T|Q|), donde |Q| es el area de Q, las férmulas (3.2)

y (3.5) proporcionan las estimaciones equivalentes, o duales (Marchuk y Skiba, 1976): la
estimacion directa

p(r,t) = (3.4)

_ 17
I(P) = 7 TL i #(r,t)drdt , (3.6)
y la estimacion adjunta
I(@#) =2 [ 9(r, QM)+ [ g(r,0¢° (r)dr (37)

que muestra la dependencia explicita de la concentracion promedio del contaminante J(¢)
en la zona Q, de las tasas de emision Q,(t) Y la distribucion inicial ¢°(r) del contaminante en
D. Ademas, la solucion g(r,t) no depende de estos parametros y, por lo tanto, solo es la
funcién de peso que pondera a ¢°(r) y a las tasas de emisién Q (t), i=1...,N . Notemos que
la estimacion (3.7) solo usa los valores de la solucion adjunta en los nodos r, de las fuentes
(g(r,,t)) y en el momento t=0 (g(r,0)). También notemos que el papel de la distribucion

inicial ¢°(r) decrece cuando intervalo (0,T —7) aumenta (Skiba, 1993). En efecto, segln (3.4),
el forzamiento p(r,t)=0 en el intervalo (0,T —7) Yy, debido a disipacion de modelo (o >0), la
funcién de peso g(r,0) que aparece en (3.7) decrece cuando T —r aumenta.

El hecho de que el problema adjunto (2.1)-(2.3) puede resolverse para cada zona de
importancia ecologica Q (Fig.4), independientemente del nUmero de plantas industriales N,
las tasas de emision Q/(t) y sus posiciones r;, hace las estimaciones adjuntas muy
convenientes y eficientes en el estudio de sensibilidad de la solucién, por ejemplo, cuando se
analizan la N -dependencia, la r;-dependencia y/o la Q,(t)-dependencia de la concentracion
J(¢) en la zona.

Mientras las estimaciones directas requieren la solucion del problema de transporte de
la contaminacion (1.1)-(1.5) y permiten realizar un analisis exhaustivo de la situacion ecoldgica
en toda la zona, las estimaciones adjuntas usan solo soluciones al problema adjunto y son
eficaces y econdmicos en el estudio de sensibilidad de problema (Marchuk y Skiba, 1976). A
veces la estimacioén (3.7) proporciona una respuesta inmediata a un problema no trivial. En
particular, es fundamental para resolver el problema de control de emisiones industriales.

4. Sensibilidad de las estimaciones

Derivamos algunas formulas de sensibilidad. Como el problema (1.1)-(1.5) es lineal, es féacil
conseguir que



53)=Y Jon08QO+ [9(r 0 (Mdr @y

i=1 o

Fig. 4. Isolineas de la solucion del problema
adjunto g(r,t) calculada para el

parque Colomos en la ciudad de Guadalajara
en t =T —60min (lineas de puntos) y t =T —90min
(lineas continuas); T =360min -

donde 6§J(¢) es una variacion de la concentracion de contaminacion (3.7) en zona Q debido
a variaciones en la contaminacion inicial ¢°(r), en las tasas de emision sQ (t), 0 en el nimero

de plantas industriales N .
Denotemos ahora por r, y r/ los puntos de dos posiciones diferentes de las plantas

industriales. Entonces, la r; -dependencia de la concentracion J(¢) se puede expresar como

53(#)=2 [[a(rH)-9(r,n]Q )t (4.2)

i=1 o
Tenga en cuenta que en (4.1) y (4.2) todas las variaciones son arbitrarias. Por dltimo, vamos a
derivar una férmula util de tipo general que permite analizar la sensibilidad de la concentracion
J(¢) con respecto a pequefias variaciones (errores) en los parametros del modelo. Sea ¢ una

solucién del problema (1.1)-(1.5), y sea ¢+¢' una solucién del problema perturbado
0
a(¢+¢’)+(U +U")-V(¢+¢)+(o+0')(¢+¢)
V- [(u+ V(g +¢)]= T+ 1

#(r,0)+¢'(r,0) =¢°(r)+5¢°(r) enD (4.4)
U@+ #)-U @+ 4)=0 en S . u—(p+#)=0 en'S" (45

(4.3)

donde

N

fr)+f'(rt) =X [Q 1) +5Q 1] 5(r~[r, +5r]) (4.6)

i=1
Supongamos que en el problema (4.3)-(4.6), U’ y u reducen a cero en la frontera S. Si las
perturbaciones U’, ¢, i/, o’,64°, or, son pequefias, y el método adjunto se aplica a la
ecuacion de perturbacion linealizada

§¢'+U V¢ +of -V [V |=f-U'"-Vg—0'¢+V-[uV ]

entonces obtenemos

53()= 3 [o(r.05Q Oct+ [ g(r. 006" (r)ar

) ] 4.7)
+Zj[ng(ri 0)-0r]Q ()t - [ [g{U"-V+0'p—V-[4'V ]} drdt

i=1



Esta férmula de sensibilidad muestra la contribucion de las pequefias perturbaciones 5Q,(t) y
U', ¢, i, c',69°, or, alavariacion §J(¢) enlazona Q. Los dos primeros términos en el lado

derecho de (4.7) coinciden con (4.1) y demuestran el papel de variaciones en las tasas de
emision 6Q,(t) y la contaminacion inicial 5¢°, y los términos tercero y cuarto muestran la

contribucion de las perturbaciones en las condiciones de contorno. El Ultimo término
representa el efecto de las perturbaciones U’, ¢’ y 4, y es el Unico término en (4.7) que

utiliza la solucién ¢(r,t) del problema no perturbado en el dominio Dx(0,T). Sin embargo, si
U'=0¢'=4'=0 en todas partes del dominio D entonces la solucion ¢(r,t) no se utiliza, y el
problema adjunto (2.1)-(2.3) es el Unico problema a ser resuelto.

5. Problema de control de emisiones

La formulacién general del problema de control a corto plazo es la siguiente. Sea M un
modelo de dispersion a corto plazo que se utiliza para pronosticar la concentracion ¢ de un
contaminante en un dominio limitado D < R™ (m=2,3) en intervalo de tiempo finito [0,T]:

M QH¢ , Qz(Ql’QZ’“'!QN)

donde Q. son las tasas de emision de contaminante no estacionarias y no negativas de las
fuentes situadas en puntos r;, € D . La concentracion promedio de contaminante en una zona
Q c D de medida (area o volumen) |Q| e intervalo [T —z,T] de longitud 7z se define por el
funcional (3.6). Por lo tanto, si J(¢) > J,, donde J, es la norma sanitaria de la concentracion
de contaminante en el aire, entonces las tasas de emision Q son excesivas y el problema
de control consiste en la determinacion de tales nuevas tasas Q" que J(¢)<J,.

En general, este problema inverso es mal planteado, ya que puede haber muchas

soluciones o ninguna, dependiendo de la distribucion inicial de contaminantes ¢° (Parra-

Guevara y Skiba, 2003, 2006). Para plantear bien el problema, hay que aplicar alguno de los
métodos de regularizacion que, en cierto sentido, representa una estrategia de control.

Estrategia de control 1: control en la masa emitida. Se define el funcional
F:L(OT)—>R como:

2
F(Q =[q] (5.1)
donde ||Q||=1MQ2(t)dt es la norma inducida en L,(0,T). El funcional F(Q) mide la masa
total del contaminante que es emitida por las fuentes puntuales ubicadas en puntos r, con

tasas Q,(t) en el intervalo de tiempo [0,T]. La primera estrategia de control se define a
través del siguiente problema de optimizacion:

min F(Q) =ZN:||Qi ||2 sujeto a J(¢4) < J, (5.2)
La solucion es "
Q =ya g(ri,t)z’ =1...,N, a:JO—Ig(r,0)¢°(r)dr, (5.3)
la(r)]| D

donde y,+y,+-+y,=1 Yy y=m /(Z’j“zlmj) representa la fraccion, que corresponde a la
industria i-ésima (i=1..,N), de la masa total del contaminante que puede ser emitido

cuando las empresas trabajan sin restringir su capacidad (Parra-Guevara y Skiba, 2000,
2003; Parra-Guevara, 2001).

Estrategia de control 2: control en la estructura temporal de Q,(t). La estrategia
de control (5.3), sin embargo, puede tener la desventaja de forzar el paro de las fuentes



industriales en algun periodo de tiempo, ya que las tasas de emision se definen
proporcionalmente a los valores de funcion adjunta g(r;,t), y ésta puede ser cero en algun

intervalo. Ahora se formula una estrategia de control, que a diferencia de (5.3), restringe la
estructura de las tasas de emision en (0,T), y ademas, no requiere el paro de la actividad

industrial cuando la solucion adjunta g(r;,t) se anula. El objetivo es hallar Q(t)eL,(0,T)
tales que J(¢) <J,. Laidea es permitir que Q (t) tome valores grandes cuando g(r;,t) tiene
valores pequefios, y que Q(t) tome valores pequefios cuando g(r,,t) tiene valores

grandes. La ventaja en este criterio es que en un determinado intervalo de tiempo se
permitiria la operacion al maximo de la fuente ubicada en r; (por ejemplo, si g(r,,t)=0)

(Parra-Guevara y Skiba, 2000, 2003; Parra-Guevara, 2001).
Se definen para cada i (i =1,...,N), las funciones auxiliares G, como
,]_ .
a(|l]-g(r,t) ", sitel,
o) , Si '[E[O,T]\Ii

G(t)= (5.4)

donde Iz{te[O,T]lg(ro,t)>0} y ||| denota su longitud, o, es la tasa de emision maxima
correspondiente a la industria i-ésima, y [0,T]\I, es el complemento del conjunto I, al
conjunto [0,T]. La solucion es

Q'(t) <y -min{5,G(t)} paracadate[0,T] y i=1..,N (5.5)

Estrategia de control 3: tasas de emisiones invariantes dptimas. Supongamos
que hay N plantas industriales que operan en el dominio D. Sea ¢, la maxima tasa de

emision posible de la planta industrial i-ésima (cuando se funciona a plena capacidad)
ubicada en el punto I, i=1..,N. Si J(¢)>J, cuando todas las plantas operan a plena

potencia, entonces es necesario disminuir las tasas de emisién. Teniendo en cuenta (5.3) se
puede decir que buscamos las tasas maximas posibles invariantes Q’ <, que minimizan los

valores ¢, —Q, y satisfacen la condicion ZiNzlaiQi =a, donde a :IOTg(ri,t)dt>o. Asi, esta

estrategia se puede formular como el problema de optimizacion:

minH(Qu Q) =Y - (Q-5) waue Y'aQ=a (56

i-1 /i
Usando los multiplicadores de Lagrange se obtiene

N N
z:z(a—z@@]/(z@z%j , Q =6+054ay,, i=1..,N (5.7)
i=1 i=1
El multiplicador A es negativo y, por tanto, Q, < J; para cualquier i. También, Q, =~ &,
para pequefios 7;, ya que & —Q, =y Aa /2. Asi, esta estrategia impone mas
limitaciones en las plantas industriales de gran tamaiio.
6. Estrategias de control 6ptimo a corto plazo

Definimos un funcional
N N T
F(q) - HQ - q“z = ;"Q, -G ||2|_2[0,T] - ;'([(Ql _qi )2 dt (6'1)
en el conjunto

O={a®<L[0T]: 4®=0 (=1..N) | I#)<I} 62



donde las components q;(t) del vector ¢(t)={q(t),q,(t)....q,(t)} representan nuevas

tasas de emisiones (de las mismas fuentes), que ya garantizan el cumplimiento de la norma
sanitaria en la zona Q: J(¢)<J,. El problema de control 6ptimo (Parra-Guevara y Skiba,

2006, 2007) consiste en la determinacion de tales Q’(t) e ® que
F(@Q)=infH(a). (6.3)

Teorema 1. Sea a >0. Entonces el problema de control 6ptimo (6.3) tiene una
solucién.

La siguiente afirmacion da una forma explicita de la solucién al problema de control
(6.3) en el caso més sencillo, cuando hay solo una fuente de contaminacion en D.

Teorema 2. Sea Q(t) una tasa de emision de la unica fuente puntual ubicada en el
sitio r,,y J(¢)>J,. Entonces

QM)=QW)-Aa(rt), =)/ [ g’ (rutdt . (64)

es la solucién 6ptima del problema de control (4.6.3), siempre que se trata de una funcién no
negativa en [0,T].

Lema 1. Sea Q" ® la solucion del problema de control 6ptimo (6.3). Entonces

Q' (t)<Q(t), 0<t<T, 1<i<N. (6.5)
Teorema 3. Sea Q" la solucion del problema de control 6ptimo (6.3). Entonces
— _'* N T *
(3.Q)=>_[,9(rHQ (dt=c (6.6)
=1

Control por combinaciones lineales convexas. Se puede mezclar diferentes
estrategias de control por medio de combinaciones lineales convexas. Sean ¢&,&,,...&,

constantes no negativas tales que & +¢&,+...+¢&, =1, donde M es el nimero de
estrategias de control previamente definidas, ademas cada una de las estrategias garantiza
el cumplimiento de la norma sanitaria en la zona: J(g)<J,. Sea Q;, la tasa de emision

correspondiente a la i-ésima fuente contaminante, que es definida por la k-ésima estrategia
de control; se consideran las nuevas tasas de emisibn como

qi*(t) = Z‘ka:k (t), i=1..,N (6.7)

también satisfacen la norma de calidad del aire: J(g) < J,.
Ejemplo. Sea D =(0,2 km)x (0,2 km) un dominio cuadrado, en el cual se encuentra

una fuente puntual Unica (Parra-Guevara y Skiba, 2006). La fuente se ubica en el punto
r,=(18,0.2) y emite particulas de plomo, con la tasa de emision no estacionaria.

Supongamos ¢°(r)=0 en D, ¢=0.001h™ y x=0.04km’h™. La velocidad del viento U = (u,V)
se define por la funcion de corriente y =Xy :
U=—y, ==X Yy V=y,=Y, (6.8)

El modelo de dispersion y su adjunto se consideran en el intervalo (0,T) de cuatro horas.
Vamos a monitorear la concentracion medio J(¢) del plomo en la zona Q=[0,0.5]x[0.5,1.0]
durante el mismo periodo de tiempo (z =T =4 h). La norma sanitaria J, es 1.5 ugm™.

Los cuatro tipos diferentes de las tasas de emisién Q han sido considerados en las
unidades kg/h (Fig.5):



3 0<t<1
, Q(t)=cosxt+35, Q,(t)=42
3
Asi, Q, es constante, Q, es invariable durante la primera hora y luego decrece linealmente,

4, 0<t<1

Q=38 Qz(t)={5_t etes

(t-1)+3, 1<t<4

Q, es una funcion periddica con el periodo de dos horas, y Q, es invariable durante la
primera hora y luego crece linealmente. Las concentraciones medias de plomo J(¢)

calculadas en la zona Q con cada una de las cuatro tasas de emisiones son
211 pgm™>, 2.02 ggm™, 1.97 pgm>y 1.81 ugm™>, respectivamente.

Rate 1

4 al

Q3

(kg/hr)

qopt3

1

0

Rate 2

qopt2

£
2 qopt4

Dado que todos los resultados no son
satisfactorios (ya que superan la norma
sanitaria J,), aplicaremos ahora el método de

control 6ptimo (6.4). Las tasas de emision
optimas q,,; dadas por el control se muestran

en la figura 5. Las concentraciones de
contaminacion medias J(¢) obtenidas con las

tasas de emisién 6ptimas coinciden con la
norma sanitaria J,, como debe ser. En total

acuerdo con la teoria q,, (t)<Q(t) para cada
te(0,4) y 1<i<4, también se observa que
Qi (1) =Q,(t) durante la Gltima hora (3<t<4),
es decir, las tasas de emision, Optima y

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
T (hr) T (hr)

original, coinciden el uno al otro durante el
Fig.5. Comportamiento temporal de las tasas periodo en que la solucion del modelo adjunto

de emision originales Q,(t) y tasas de emision g(r,,t) esigual a cero, y las emisiones no dan

6ptimas ,,; (t) en los cuatro experimentos. hinguna contribucién a la zona Q.

Por dltimo, es interesante notar que en el intervalo en el que estos valores no coinciden
(0<t<3), el comportamiento temporal de cada una tasa de emision optima g, (t) es similar

al de la tasa original correspondiente Q.. Este hecho es algo Uutil para la industria, ya que no
debe cambiar drasticamente su rutina de trabajo.

7. Aplicaciones del método adjunto

Aplicamos el método adjunto para evaluar el impacto de un derrame de petréleo
(Skiba, 1996, 1999) o emisiones vehiculares (Skiba y Davydova-Belitskaya, 2003), para
detectar las empresas industriales que violan las tasas de emision prescritas por un control
(Skiba, 2003). Dicho método puede ser utilizado para detectar y multar a los infractores.
También fue desarrollado un método numérico que permite elegir, para una nueva empresa
industrial, la ubicacién en el sentido de que la operacion de la nueva empresa no va a violar
las normas sanitarias establecidas en zonas ecol6gicamente importantes (Skiba y otros,
2005). El método se ilustra con un ejemplo sencillo en el que se tienen en cuenta sélo dos
tipos de vientos climaticos, once empresas industriales y tres zonas de importancia
ecoldgica (Fig.5).

8. Método variacional para la remediacion de sistemas acuéticos
contaminados con biofilms
Supongamos que hay que purificar N zonas contaminadas . en un sistema acuatico

mediante el uso de un agente quimico (el limpiador), i=1,...,N (Parra-Guevara y Skiba,



2007). El limpiador lanzado en un punto r, e D, luego se propaga por la difusion y corrientes
y, al llegar a las zonas €;, purifica aguas contaminadas. El objetivo es encontrar el punto de
descarga adecuado I, y la velocidad de descarga Q del limpiador, de tal manera que esto

generard las concentraciones necesarias (criticas) J_I del limpiador en zonas €, durante
ciertos intervalos de tiempo.

<ﬁ Fig.5. El dominio no sombreado es la interseccion de
o seis subdominios defenidos con las desigualdades

;
i @ " y [o. . dt<3 /Q,, (k=1..K)
: s D 0

para las tres zonas y los dos vientos climéticos. Para
£ ) simplificar, sélo 11 plantas industriales se han tenido
T en cuenta. El &rea no sombreada decrece al tomar en
cuenta mas zonas, mas tipos de vientos y mas plantas
industriales
A (Skiba y otros, 2005).

Northing distance, 23 400 m

Easting distance, 24 000 m

A veces, cuando el contaminante es resistente (biofilms), con el fin de limpiar bien la
zona, se requiere mantener la concentracion critica J, de un agente antimicrobiano (cloro,

yodo, etcétera) en cada zona €, durante un intervalo de tiempo grande (T —z,T) de

longitud 7 . Por lo tanto, tenemos que determinar el punto de descarga I, y la tasa de
descarga Q con el fin de cumplir con las constricciones siguientes:

Ji@=3J,, i=1..,N (8.1)
donde ¢(r,t) es la concentracion del limpiador dada por el modelo (1.1)-(1.5) con la
condicién inicial ¢°(r)=0, y J.(#) es su concentracién media (3.6) en Q.. Ademas, es
conveniente elegir Q de tal manera que la masa total F(Q) del limpiador descargado en el

sistema acuatico sea minima. Por lo tanto, el problema de control éptimo se establece de la
siguiente manera:

minimizar F(Q) = “Qz(t)dt sujetoa: J.(#)=J,, i=1..,N, Q>0, 0<t<T.
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